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三次样条插值在通信工程中的应用
索昂代吉

（青海省无线电管理办公室玉树管理处，青海 玉树 815000）

摘 要：在通信工程实践中，经常会遇到离散测量数据的拟合问题，即用已知的有限样本估计一些缺失的未知

样本，这时就需要借助插值运算。 通过对三次样条插值算法进行研究，将其应用至自由空间损耗计算、馈线插

入损耗估计、相关干涉测向 3 个方面，并通过仿真验证三次样条插值算法在通信工程应用中的有效性。
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Abstract: In the communication engineering practice, it often needs to estimate the unknown samples which are
missing with the limited samples, then the interpolation operation is needed. Based on the research of cubic spline
interpolation, the validity was given in communication engineering applications of the cubic spline interpolation by
the experimental results on free space loss calculation, feeder insertion loss estimation, correlative interferometer.
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1 引言

通信工程实践中， 经常遇到离散数据的采样问题，有
时因为所涉及的样本较多，会有一部分有用样本未被采集
到。一种方法是在采样时尽可能多地将所需样本全部采集
到，这种方法得到的数据结果较为准确，但是测量时间较
长，导致工作效率降低；另一种方法是用采集到的已知样
本来完成一些未知所需样本的计算。而插值作为一种数值
逼近的重要方法，可以通过有限个样本的取值情况估计出
未知样本的近似值。

目前常见的插值算法有拉格朗日插值、 牛顿插值、厄
米特插值、样条插值等。前 3 种插值方式均为线性插值，线
性插值计算简单稳定，但是其插值误差较大，而且光滑性
较差 [1]。因此需要一种更好的插值算法，既有线性插值的优
点，又能保证插值精度，使得插值得到的数据和真实数据
的误差都在合理范围内，三次样条插值就可以满足上述需
求。而且，近年来三次样条插值也已广泛应用至通信领域，
参考文献 [2]提出将经典对数距离衰减模型中的衰减因子
由距离和信号强度的三次样条插值函数代替，在不增加参
数的情况下减少模型误差，在指纹识别法校准阶段仅对有
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图 1 分段三次样条插值曲线

限位置的信号强度进行采集，通过衰减模型估计其他位置
的信号强度，进而减少校准工作量。 参考文献[3]提出将三
次样条插值应用于 WCDMA 移动终端中功率放大器（PA）
的校准过程中，通过测量少量采样点配合三次样条插值得
到 PA 的功率曲线。 参考文献[4]提出了一种基于三次样条
插值的改进去噪算法， 利用 Ad Hoc 算法搜索信号产生模
极大值点，形成模极大值线，对于保留下来的模极大值点
进行三次样条插值，得到信号的估计小波系数，进而用估
计小波系数重构原始信号，达到滤波去噪的目的。 除通信
领域外， 三次样条插值在其他领域也有较广泛的应用，如
风洞试验 [5]、电力系统信号采样重构 [6]等。

2 三次样条插值

数学中的样条 （spline） 一词来源于它的直观几何背
景，绘图员或钣金工人常用弹性木条或金属条加压铁（构
成样条）固定在样点上，在其他地方让它自由弯曲，然后画
下长条的曲线，称为样条曲线。 样条曲线实际上是由分段
三次曲线拼接而成，在连接点上要求二阶导数连续，从数
学上加以概括就得到数学样条这一概念。
2.1 三次样条插值的函数定义 [1]

给定区间 [a,b]上的各节点 a=x0<x1<…<xn=b 和这些节
点上的函数值 f(xi)=yi(i=0,1,…,n)，若 S(x)满足：

· S(xi)=yi(i=0,1,…,n)；
· S(x)在每一个小区间 [xi,xi+1](i=0,1,… ,n-1)上是次数
小于或等于 3 的多项式；

· S(x)，S′(x)，S″(x)在[a,b]上连续。
则称 S(x)为函数 f(x)关于节点 x0,x1,…,xn的三次样条插

值函数。 分段三次样条插值曲线如图 1 所示。

从定义可知，要求出 S(x)，在每个小区间 [xi,xi+1]上要确
定 4 个待定系数，共有 n 个小区间，故应确定 4n 个参数。

根据 S(x)在[a,b]上二阶导数连续，在节点 xi(i=1,2,…,
n-1)处应满足连续性条件：

S(xi-0)=S(xi+0) （1）
S′(xi-0)=S′(xi+0) （2）
S″(xi-0)=S″(xi+0) （3）

共有 3(n-1)=3n-3 个条件，再加上 S(x)满足插值条件
S(xi)=yi(i=0,1,… ,n)，总共有 3n-3+n+1=4n-2 个条件 ，因此
还需要 2 个条件才能确定 S(x)。

通常可在区间 [a,b]端点 a=x0,b=xn上各加一个条件（称
为边界条件），可根据实际问题的要求给定，常见的有以下
3 种：

· 已知两端的一阶导数值， 即 S′(x0)=f0′，S′(xn)=fn′（固
支边界）；

· 已知两端的二阶导数值 ， 即 S″(x0)=f0″，S″(xn)=fn″，
（简支边界 ），特殊情况为 S″ (x0)=S″ (xn)=0（自然边
界条件）；

· 当 f(x)是以 xn-x0为周期的周期函数时，则要求 S(x)
也是周期函数，这时边界条件应满足：

S(x0-0)=S(xn+0) （4）
S′(x0-0)=S′(xn+0) （5）
S″(x0-0)=S″(xn+0) （6）

而此时 y0=yn，这样确定的样条函数 S(x)称为周期样条
函数。
2.2 三弯矩算法

三次样条插值函数 S(x)可以有多种表达式 ，有时用
二阶导数值 S″ (x)=Mi(i=0,1,… ,n)表示时 ，使用更为方便 。
Mi 在力学上解释为细梁在 xi 处的弯矩，并且得到的弯矩
与相邻两个弯矩有关，故称用 Mi 表示 S(x)的算法为三弯
矩算法。

由于 S(x)在区间 [xi,xi+1]上是三次多项式，故 S′(x)在 [xi,
xi+1]上是线性函数，可表示为：

S″(x)= xi+1-x
hi

Mi+ x-xi

hi
Mi+1,x∈[x,xi+1],hi=xi+1-xi （7）

对式（7）进行积分，得：

S′(x)= (xi+1-x)2
2hi

Mi+ (x-xi)2
2hi

Mi+1+c1 （8）

再积分得：

S(x)= (xi+1-x)3
6hi

Mi+ (x-xi)3
6hi

Mi+1+c1x+c2,x∈[x,xi+1] （9）

由条件 S(xi)=yi、S(xi+1)=yi+1确定积分常数 c1、c2：

c1= yi+1-yi

hi
- 1
6

hi(Mi+1-Mi) （10）

c2= yixi+1-yi+1xi

hi
- 1
6

hi(xi+1Mi-xiMi+1) （11）

将 c1、c2代入三次样条插值函数 S(x) 的表达式中，可
知，只要确定 Mi(i=0,1,… ,n)这 n+1 个值，就可定出三次样
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条插值函数 S(x)。
为了确定 Mi(i=0,1,…,n)的值，对 S(x)求导得：

S′(x)= (xi+1-x)2
2hi

Mi+ (x-xi)2
2hi

Mi+1+ yi+1-yi

hi
- 1
6

hi(Mi+1-Mi),

x∈[x,xi+1] （12）
类似的，对于 x∈[xi-1,xi]：

S′(x)= (xi-x)2
2hi-1

Mi-1+ (x-xi-1)2
2hi-1

Mi+ yi-yi-1

hi-1
- 1
6

hi-1(Mi-Mi-1),

x∈[xi-1,xi] （13）
应用导数连续条件 S′(xi-0)=S′(xi+0)：

S′(xi+0)=- hi

3
Mi- hi

6
Mi+1+ yi+1-yi

hi
（14）

S′(xi-0)=- hi-1

6
Mi-1+ hi-1

3
Mi+ yi-yi-1

hi-1
（15）

利用 S(x )在内接点的连续性 ，即 S′ (xi-0)=S′ (xi+0)
可得：

hi-1

6
Mi-1+ hi-1+hi

3
Mi+ hi

6
Mi+1= yi+1-yi

hi
- yi-yi-1

hi-1
（16）

两边同乘 6
hi-1+hi

，即得：

hi-1

hi-1+hi
Mi-1+2Mi+ hi

hi-1+hi
Mi+1= 6

hi-1+hi

yi-yi-1

hi-1
- yi+1-yi

hi
[ ],

i=[1,2,…,n-1] （17）

若记 μi= hi-1

hi-1+hi
，λi= hi

hi-1+hi
，di= 6

hi-1+hi

yi-yi-1

hi-1
- yi+1-yi

hi
[ ]=

6f[xi-1,xi,xi+1]，所得方程可以简写为：
μiMi-1+2Mi+λiMi+1=di,i=1,2,…,n-1 （18）

此方程组即三弯矩方程。 这是一个含有 n+1 个未知
数、n-1 个方程的线性方程，要完全确定 Mi(i=0,1,… ,n)的
值还需要补充两个条件 ，这两个条件通常根据实际问题
的需要 ，根据插值区间 [a ,b ]两个端点处的边界条件来
补充 。

（1）已知两端点的一阶导数值 S′(x0)=f0′，S′(xn)=fn′

由式（14）得，S′(xi+0)=-hi

3
Mi-hi

6
Mi+1+ yi+1-yi

hi
，令 i=0，得：

h0

3
M0+ h0

6
M1= y1-y0

h0
-f0′ （19）

由式（15）得，S′(xi-0)= hi-1

6
Mi-1+ hi-1

3
Mi+ yi-yi-1

hi-1
，令 i=n，得：

hn-1

6
Mn-1+ hn-1

3
Mn=fn′- yn-yn-1

hn-1
（20）

整理式（19）、式（20）得：

2M0+M1= 6
h0

( y1-y0

h0
-f0′)≡d0 （21）

Mn-1+2Mn= 6
hn-1

(fn′- yn-yn-1

hn-1
)≡dn （22）

令 λ0=1，μn=1，得到 Mi(i=0,1,…,n)满足的方程组为：

（23）

（2） 已知两端点的二阶导数值 S″(x0)=M0=f0″，S″(xn)=Mn=fn″
代入方程（17），只需解 n-1 个方程，即：

（24）

（3）第三类边界条件 S′(x0+0)=S′(xn-0)，S″(x0+0)=S″(xn-0)
由式 （14 ） 、式 （15 ）及边界条件 S ′ (x0+0 ) =S ′ (xn-0 )

可得 ：
h0

6
M1+ hn-1

6
Mn-1+ 1

3
(h0+hn-1)Mn= y1-y0

h0
- yn-yn-1

hn-1
（25）

两边同除以 h0+hn-1

6
，得：

h0

h0+hn-1
M1+ hn-1

h0+hn-1
Mn-1+2Mn= 6

h0+hn-1
( y1-y0

h0
+ yn-yn-1

hn-1
)

（26）

令 λn= h0

h0+hn-1
，μn=1-λn= hn-1

h0+hn-1
，dn= 6

h0+hn-1
( y1-y0

h0
+

yn-yn-1

hn-1
)得：

λnM1+μnMn-1+2Mn=dn （27）
又由 M0=Mn，三弯矩方程可写为：

（28）

式（23）、式（24）、式（28）系数矩阵都是严格对角占优
矩阵，因此式（23）、式（24）、式（28）有唯一解，可用追赶法
进行求解。
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图 2 3种插值算法插值结果

图 3 3种不同插值算法的插值误差

表 1 试验中所选取的 6 个插值点

d/m 1 20 40 60 80 100

L0/dB 166.492 4 192.450 0 198.470 6 201.999 24 204.491 2 206.429 4

3 三次样条插值在通信工程中的实际应用

选取 3 个典型实例对三次样条插值在通信工程中的
应用来进行验证， 并将三次样条插值的结果和线性插值、
分段三次厄米特插值算法作对比，以下试验均在国家无线
电频谱管理研究所的帮助下完成。
3.1 试验 1

在此用自由空间传播损耗 [7]作为例子来说明三次样条
插值。 自由空间传播损耗 L0 是用在自由空间中两个理想
点源天线（增益系数 G=1 的天线）之间的传播损耗来定义
的，它表示在自由空间中，当发射天线与接收天线的增益
系数 GT=GA=G 时 ，发射天线的输入功率 （发射功率 ）与接
收天线的输出功率（接收功率）之比，即：

L0= pT

PA
= 4πd

λ（ ）2 （29）

若以分贝表示：

L0=10lg pT

PA
=20lg 4πd

λ（ ） （30）

或：
L0=32.45+20lgf+20lgd=92.45+20lgf+20lgd （31）
其中，f 为工作频率，d 为传播距离。
在试验中，固定 f=5 MHz，观察 L0 随距离 d 的变化情

况，取 6 个插值点来进行试验，见表 1。图 2、图 3 分别给出
了不同插值算法的插值结果及误差。

从上述结果可以看出，三次样条插值要明显优于线性
插值，和分段三次厄米特插值的插值结果不相上下 ，但是
在两个插值点之间斜率较大时，三次样条插值的结果仍要
优于分段三次厄米特插值。
3.2 试验 2

在实际工作中， 经常需要对已有的馈线插入损耗值进
行测试，为了减少测试人员的工作量，可以在测试时选取少
量的测试点， 然后再采用插值的方法获得馈线在未测频点
处的插损值。在本次试验中，首先利用标网测量实际在使用
的一根金波 DC-26.5 GHz 低损耗馈线， 得到一组原始测试
数据，然后从这一组原始数据中选取 11 个插值点进行插值
运算，得到 3 组不同的插值结果，见表 2，其中“**”为选择
的 11 个插值点。 3 种插值算法的插值误差如图 4 所示。

从以上结果中可以看出，采用插值方法对馈线插损值
进行插值时，在低频段处插值误差较大，高频点处的计算
值则可以满足实际需求，因此在使用时，可以将低频点的
测试步进选择得尽可能小，高频点处就可以相对选择得稀
疏一些。 对比 3 种插值算法，三次样条插值得到的插值结
果相对来说误差较小，更适合实际应用。
3.3 试验 3

在相关干涉测向中，需要在设计的天线阵列工作频率
范围内， 按一定规律选择 I 个均分方位，N 个频率建立样
本库。 在样本库的建立过程中，可以将方位及频率步进尽
可能最小化，但是样本采集得越精细，需要耗费的人力以
及时间就越多， 因此在实际采样时， 选择了 72 个均分方
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表 2 3 种不同插值算法的插值结果

频率/MHz 原始测试数据/dB 三次样条插值 /dB 线性插值 /dB 分段三次厄米特插值 /dB

10 0.4 0.40 0.4 0.4

400 0.5 0.61 0.6 0.61

700 0.7 0.76 0.75 0.76

1 000 0.9 0.90 0.9 0.9

2 000 1.3 1.31 1.23 1.29

3 000 1.6 1.63 1.57 1.62

4 000 1.9 1.90 1.9 1.9

5 000 2.2 2.12 2.1 2.12

6 000 2.4 2.32 2.3 2.32

7 000 2.5 2.50 2.5 2.5

8 000 2.8 2.67 2.67 2.67

9 000 2.9 2.84 2.83 2.84

1 0000 3.0 3.00 3.00 3.00

11 000 3.1 3.16 3.17 3.17

12 000 3.3 3.33 3.33 3.33

13 000 3.5 3.50 3.50 3.50

14 000 3.6 3.67 3.67 3.67

15 000 3.8 3.83 3.83 3.84

16 000 4.0 4.00 4.00 4.00

17 000 4.2 4.16 4.13 4.15

18 000 4.3 4.29 4.27 4.29

19 000 4.4 4.40 4.40 4.40

20 000 4.4 4.45 4.47 4.47

21 000 4.5 4.50 4.53 4.52

22 000 4.6 4.60 4.60 4.60

23 000 4.8 4.77 4.8 4.77

24 000 5.0 5.00 5.00 5.00

25 000 5.3 5.22 5.2 5.2

26 000 5.4 5.40 5.40 5.40

图 4 3 种插值算法的插值误差

位，即对每一个频点以 5°为步进提取原始样本，然后再对
实际采样数据进行插值，从而获得每个频点处 360°全方位
的样本数据。

在本次试验中， 先采集了 360°全方位的样本数据，然
后以 5°为步进选择插值点，并将插值得到的结果和原始数
据进行对比。 试验中采用的天线为 NSMI-CX0230 测向天
线，接收机为 NSMI-JX03 双通道监测测向接收机，该接收
机返回的样本为 7 维的相位差数据，在此选择第一维数据
来进行 3 种插值方法的验证 ，图 5、图 6 分别给出了 3 种
插值算法的插值结果及误差。

从上述结果中可以看出，3 种插值算法得到的结果均
可满足实际需求，但在 0°～100°方位内，三次样条插值要明
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显优于另外两种插值算法，证实了三次样条插值算法的有
效性。

4 结束语

本文通过对三次样条插值算法进行研究，将其应用至
通信工程实践中， 并通过 MATLAB 仿真实现了三次样条
插值算法在自由空间损耗计算、馈线插入损耗估计、相关
干涉测向 3 个典型场景下的应用，证实了该插值算法在通
信工程应用中的有效性。
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图 5 3 种不同插值算法插值结果
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